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Введение 
При разработке процессов высоковольтных электротехнологий, конструирова-
нии нано и микросистем возникает необходимость анализа электростатической ин-
дукции на проводящих объектах сферической формы [1]–[4]. В указанных работах 
рассмотрена электростатическая индукция на заземленной сфере, потенциал которой 
численно равен нулю, в присутствии точечного электрического заряда или диполя. 
Однако решение этой задачи приведено в очень большом числе литературных ис-
точников, в том числе в учебных пособиях по различным дисциплинам [5]–[8]. 
С другой стороны, по результатам [9] можно заключить, что для практических при-
ложений востребовано рассмотрение электростатической индукции на изолирован-
ной проводящей сфере. В нано- и микросистемах часто встречаются более сложные 
источники электростатического поля в виде заряженной прямой либо круговой нити. 
Задача об электростатической индукции на изолированной проводящей сфере в при-
сутствии указанных источников электростатического поля практически не представ-
лена в научных и научно-технических публикациях. 
Целью настоящей работы является получение расчетных соотношений для по-
тенциала и поверхностной плотности электрического заряда, индуцированных на 
изолированной проводящей сфере элементарными источниками электростатическо-
го поля в виде заряженной прямой нити и заряженной круговой нити. 
Постановка задачи 
В бесконечном пространстве R3 с диэлектрической проницаемостью среды ε0 
размещена изолированная проводящая сфера. С центром сферы связана система ко-
ординат Oxyz. На некотором расстоянии от сферы размещен элементарный источник 
электростатического поля (рис. 1). Линейная плотность электрического заряда ис-
точника предполагается постоянной. Размеры источника и расстояние от него до 
сферы таковы, что электрическое изображение источника в сфере целиком размеща-
ется внутри сферы, а центр сферы не совпадает с изображением источника. По элек-
тростатической индукции сфера приобретает постоянный, заранее неизвестный по-
тенциал. Также на сфере появляются индуцированные электрические заряды, при 
этом суммарный  заряд сферы равен нулю. Требуется найти потенциал сферы и по-
верхностную плотность индуцированных электрических зарядов на ней. 
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Рис. 1. Изолированная проводящая сфера в присутствии элементарного источника 
электростатического поля: а – прямой нити; б – круговой нити  
Вывод расчетных соотношений для случая прямой нити. Для расчета потен-
циала электростатического поля, созданного в пространстве источником электриче-
ского поля и индуцированным на сфере электрическим зарядом,  наиболее просто 
применить метод электрических изображений в сфере [6], [7]. Поэтому в настоящей 
статье для достижения поставленной цели применяется этот метод с необходимыми 
дополнениями, позволяющими получить расчетные соотношения для индуцирован-
ного потенциала и поверхностной плотности электрического заряда на сфере в наи-
более оптимальной сферической системе координат.  
 В случае прямой заряженной нити, линейная плотность электрического заряда 
которой τ, для каждого элементарного заряда dq = τda вводятся электрическое отра-
жение 
a
Rdq 0  на расстоянии 
a
Rb
2
0  от центра сферы O и заряд 
a
Rdq 0  в центре сфе-
ры O [7].  
Тогда потенциал, созданный элементарным зарядом нити и его электрическими 
изображениями в произвольной точке пространства, имеет вид: 
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где φ – потенциал, В; ε0 – электрическая постоянная, Ф/м; R0 – радиус сферы, м; 
a – расстояние от элементарного заряда до центра сферы, м; r1 – расстояние от заря-
да dq, м;  r2 – расстояние от электрического изображения заряда dq, м; r0 – расстоя-
ние от заряда в центре сферы, м. 
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Для расчета электростатической индукции на сфере расстояния r1 и r2 необходи-
мо переразложить в сферической системе координат, связанной с декартовой Oxyz и 
центром сферы. Для этого используются представления, указанные в [10]. Они осно-
ваны на теоремах сложения для двух сферических систем координат, центры кото-
рых лежат  на общей вертикальной оси и сдвинуты по этой оси на некоторое рас-
стояние [11]. Результат преобразования (1) имеет вид: 
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где n – счетная переменная; r – радиальная сферическая координата, м; Pn – полином 
Лежандра порядка n; Θ – угловая сферическая координата, рад. 
Расстояние a изменяется в пределах координат концов заряженной нити z1 и z2. По-
этому для вычисления потенциала, созданного всей нитью, ее электрическим изображе-
нием и зарядом в центре сферы, выражение (2) следует проинтегрировать от z1 до z2: 
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Вводятся обозначения: 
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Тогда (3) записывается в форме 
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Если в (4) положить r = R0, то на поверхности сферы потенциал будет 
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Очевидно потенциал сферы – величина постоянная, таким образом, решение (4) 
соответствует одному из граничных условий задачи. 
Поверхностная плотность заряда на поверхности сферы вычисляется по формуле  
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где σ – поверхностная плотность электрического заряда сферы, Кл/м2. 
Подстановка (4) в (6) после преобразований дает: 
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Полный заряд сферы q определяется по формуле 
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0 0
2
0 . (8) 
Подстановка (7) в (8) и интегрирование с учетом известных свойств полиномов 
Лежандра [5] позволяет убедиться, что полный заряд сферы численно равен нулю. Та-
ким образом, выражение (7) соответствует граничному условию задачи. Следователь-
но, соотношения (5) и (7) верно описывают результат электростатической индукции 
на изолированной проводящей сфере в присутствии заряженной прямой нити. 
Вывод расчетных соотношений для заряженной круговой нити. В случае 
круговой заряженной нити для каждого элементарного заряда нити dq вводится 
электрическое изображение в сфере dq2. Элементарный заряд круговой нити равен 
  dRdq r1 , (9) 
где Rr1 – радиус нити, м; ψ – угловая координата, рад. 
Заряд  электрического изображения элементарного заряда dq равен [7]: 
  d
r
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1
2 , (10) 
где sR  – радиус сферы, м; r01 – расстояние от центра сферы до элементарного заряда, м. 
Электрическое изображение элементарного заряда лежит на расстоянии 
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2
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от центра сферы O [7]. Элементарный заряд полученной в результате электрического 
изображения круговой нити радиуса Rr2 имеет выражение ,22  dRdq r  поскольку 
угловая координата ψ для обеих нитей равна (рис. 1, б). Тогда из (10) следует, что 
для линейной плотности заряда нити-изображения τ2 справедлива формула 
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В центре сферы размещается точечный заряд, численно равный полному элек-
трическому заряду нити-изображения [7], умноженному на –1. Потенциал этого за-
ряда с учетом (10) вычисляется по формуле 
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Для расчета электростатической индукции на сфере необходимо потенциалы ис-
ходной нити и нити-изображения в сфере переразложить в сферической системе ко-
ординат, связанной с декартовой Oxyz и центром сферы. Для этого в [10] приведены 
соотношения, основанные на соответствующих теоремах сложения, которые содер-
жатся в [11]. С учетом (11) эти соотношения имеют вид: 
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Из геометрических соображений (рис. 1, б) следует, что 
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ношения (13) и (14) приобретают вид: 
    ;cos1
2 01
1
010 0
1
к1 




 


 nnnn n
n
r Pr
r
aP
r
R  (15) 
    




 


 cos112 1011010 0
12
1
к2 nnnn
n
n
n
sr P
rr
aP
r
RR . (16) 
Потенциал на поверхности сферы вычисляется путем суммирования потенциа-
лов источников поля (12), (15), (16) и подстановки в эти формулы r = Rs. 
В результате получается 
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Потенциал сферы получается постоянным, следовательно, соотношения (12), 
(15), (16) соответствуют одному из граничных условий задачи. 
Поверхностная плотность электрического заряда сферы определяется по форму-
ле (6). После подстановки в нее суммы потенциалов (12), (15), (16) и преобразований 
получается 
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Полный заряд сферы определяется по (8). Подстановка (18) в (8) и интегрирова-
ние с учетом известных свойств полиномов Лежандра [5] показывает, что полный 
заряд сферы численно равен нулю. Таким образом, формулы (12), (15), (16), (18) 
удовлетворяют граничному условию задачи для полного электрического заряда сфе-
ры и верно описывают результат электростатической индукции на сфере от заря-
женной круговой нити. 
Заключение 
Приведенные в статье результаты позволяют сделать вывод, что расчет электро-
статической индукции на проводящей изолированной сфере от элементарных источ-
ников электростатического поля – прямой заряженной нити, круговой заряженной 
нити, может быть осуществлен на основе метода электрических изображений в сфе-
ре. Для переразложения потенциала исходных источников и их изображений в сис-
теме координат, связанной с центром сферы, применяются теоремы сложения [11]. 
Полученные соотношения для потенциала поверхности сферы и поверхностной 
плотности электрического заряда сферы удовлетворяют граничным условиям зада-
чи: постоянству потенциала сферы и равенству нулю ее полного электрического за-
ряда [7]. Следовательно, по теореме единственности решения уравнений электроста-
тического поля [7] полученные расчетные соотношения являются верными. Таким 
образом, поставленная в статье цель может считаться достигнутой. Полученные ре-
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зультаты могут применяться для проектирования микро- и наносистем, анализа вы-
сокотехнологических процессов, т. е. в наиболее прогрессивных областях техники. 
Они также являются новыми для физического и математического моделирования 
электростатической индукции, таким образом, имеют и теоретическое значение. 
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